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Resumen: Los cambios tecnoldgicos de los ultimos cincuenta afios han precipitado un desequilibrio en varios
aspectos relacionados con lo que se ensefla, y lo que esta en el frente de la investigacion. Este desequilibrio es
mas notorio en las matematicas que en otras areas del conocimiento. En esta exposicion se hara un analisis de
nuevas alternativas tendientes a remediar la carencia de conexiones entre lo que se ensefia y las aplicaciones de
las matematicas a las nuevas tecnologias. Se tratara de sefialar algunas pautas para cerrar la brecha entre las
matematicas basicas y las matematicas avanzadas en las que se soporta la tecnologia del teléfono celular, la
grabacion digital, el ipod y toda la gama de nuevos instrumentos electronicos que hoy consideramos como
verdaderas maravillas.

Abstract: Technological changes in the past half century have originated a great unbalance at several aspects of
the relation between that we teach and the research frontiers. This unbalance is more visible in mathematics
than in any other scientific field. Through this paper we expect to analyze new alternatives conducting to
remediate the lack of links between what we teach, and the math applications to new technologies. We propose
some guidelines to abridge the gap between the basic math we teach and more advanced mathematics on which
new technologies are founded, technologies, for instance, sustaining cellular phones, digital recording, iPods,
and all of the electronic gadgets, we consider as true marvels.

Introduccion.

En la década de 1970, cuando el microprocesador llegaba a conformar el nucleo central de
los computadores se empezd a especular en torno a la revolucion informatica que se cernia
sobre la humanidad. Fueron los afios de las profecias de Alvin Toffler, de las fuertes criticas
a la educacion matematica, originadas en influyentes sectores de la academia en Estados
Unidos, particularmente en boca del matematico Morris Kline de la Universidad de Nueva
York. Fue ademas esta época en que la revolucion femenina tomo un cariz interesante
cuando la mujer rompid patrones sociales atdvicos, a tal punto de crear una modalidad
interracial de matrimonio de blancas con negros, como no se habia visto antes. Consecuencia
de esta revolucion es el estado actual de la nacion norteamericana, donde el presidente
mismo, Barack H. Obama, es un hombre de color resultado de estos matrimonios
interraciales, y donde, hasta ahora, los derechos civiles, reclamados con tanta vehemencia por
Martin Luther King, empiezan a hacerse realidad.

Hoy, todos reconocemos que estamos en la cresta de la ola que cambid nuestra forma de vivir
y de pensar: esa ola es la revolucion informatica, donde el celular, el ipod, la Internet y el
computador son ya, elementos de uso corriente. No hay practicamente nada, en donde, el
toque magico del microchip no haya hecho su presencia; desde la comunicacion digital hasta
la forma de ensefiar y de aprender. Estos cambios se sienten a todos los niveles de la sociedad



y obligan a replantear, el qué y el porqué, estamos transmitiendo conocimiento matematico
a las nuevas generaciones; estas si, ya inmersas (incluso, antes que nosotros) en el seno de
esta revolucion. La ensefianza de las matematicas es particularmente sensible a estos
cambios, por cuanto el nucleo central de las nuevas tecnologias, tiene en las matematicas a
uno de sus grandes soportes.

Por ser las matemadticas una herramienta fundamental en el desarrollo de la tecnologia, es
necesario que sus contenidos y su ensefianza estén a tono con lo que esta ocurriendo y con lo
que estd por venir en el comportamiento de las sociedades humanas como consecuencia de
estos grandes cambios. Como dice el epigrafe de esta nota, es imposible entender las nuevas
tecnologias con las incipientes matematicas de culturas pasadas: tenemos que poner al dia los
contenidos y los enfoques de las matematicas para mostrar a nuestros estudiantes que lo que
en matematicas ensefiamos si va ayudar a entender y en consecuencia a transformar el mundo
de hoy. Sélo con las matematicas de los antiguos griegos, la aritmética de los arabes de la
edad media o con el calculo de Newton y Leibniz del siglo XVII, no podemos explicar el
desarrollo del mundo contemporaneo.

Todos los que tenemos que ver con educacion deberiamos detenernos a pensar en el atraso en
que esta la ensefianza de las matematicas (también de las ciencias) si se tiene en cuenta que
las matematicas se ensefian como si los grandes matematicos de los siglos XVIII, XIX y XX
nunca hubieran existido y como si las matematicas se hubieran congelado al llegar a la edad
moderna. Ensefiamos matemadticas sin conocer los aportes matematicos de Gauss, Fourier,
Riemann, Weierstrass, Hilbert, etc. Y mds grave aun, los profesores de matematicas
desconocemos las matematicas que se generan en nuestros dias, ni siquiera los nombres de
los medallistas Fields que expanden las fronteras del conocimiento mateméatico en el mundo
de hoy. Este estado de cosas contrasta con lo que ocurre en literatura donde la gente culta lee
y se interesa por lo Ultimo que publican los premios Nobel. {Cémo imaginar la literatura
colombiana sin Garcia Marquez o la literatura latinoamericana sin tener en cuenta a Mario
Benedetti, por ejemplo!

La educacion matematica es un complejo entramado de conocimientos, destrezas, habilidades
e inquietudes que hay que empezar a cultivar desde la mas tierna infancia si aspiramos a que
las generaciones que nos sucedan, no sean inferiores a los retos que demandara la asimilacion
de las tecnologias por venir. De aqui que sea muy importante fijarnos en las matematicas que
ensefiamos en los niveles preescolar, basico y medio. A lo largo de este trabajo quiero
mostrar algunas alternativas orientadas a que la ensefanza y el aprendizaje de las
matematicas coadyuven a crear criterio matematico y a entender el porqué, las matematicas
son el soporte de las nuevas tecnologias. El criterio matematico es lo que permite la toma de
decisiones acertadas en el curso de la vida. Por ejemplo una persona con buen criterio
matematico nunca habria arriesgado su plata en una pirdmide.

Lo que pretendo con esta propuesta de ensefianza de temas novedosos, es preparar el camino
para llegar en forma agil y coherente, desde las matematicas elementales del 0 y del 1, hasta
las matematicas involucradas en las wavelets sobre las que se soportan las nuevas
tecnologias, entre ellas, la de la grabacion digital, la transmision de la informacion y el
reconocimiento de patrones.

Empezando con el Arbol Binario.



La razon del nombre computador digital radica en que, a diferencia de otros computadores,
el que usamos hoy, recurre en su parte operativa interna, a los digitos 0 y 1. El término Bit,
lo acufié el matematico Claude Shannon' como una sincopa de las palabras binary y digit,
para significar la capacidad de memoria necesaria para almacenar un digito binario, esto es,
la unidad de memoria requerida para guardar uno de los digitos, 0 6 1. Los computadores son
en cierto aspecto maquinas de Turing” sofisticadas y de amplio espectro computacional, que
va desde el procesamiento de texto hasta la realizacién de operaciones matematicas de alto
nivel.

Bueno es reflexionar sobre las razones que sustentan la estandarizacion del sistema decimal
como el inico que se ensefa y practica en la sociedad moderna en casi todas las culturas. En
otro articulo® explico estas razones, algunas muy obvias, al asociarlas al hecho de que el
hombre tiene diez dedos y asi es mas cercano recurrir a una unidad decimal para medir, que a
un patron diferente. Sin embargo, desde el punto de vista evolucionista de la mente humana,
no hay ningtn argumento que sustente como acertada la eleccion del nimero diez como una
base para un sistema numérico universal. La tendencia moderna’, basada en evidencia
arqueoldgica, experimental y tedrica es aceptar que el hombre tiene codificado en sus redes
neuronales, un gen matematico, que nos permite tener, desde la infancia, una apreciacion del
concepto de nimero. Sin embargo, no hay evidencia, histérica o de otro tipo, que demuestre
que este gen tenga inclinacion hacia un sistema numérico especifico. Esto se aprecia al
estudiar la historia de las matematicas y observar que los sistemas madas antiguos de
numeracion no son precisamente decimales. Por ejemplo, el sistema babilonio usado en la
astronomia hace cuatro mil afios fue sexagesimal’; el sistema de numeracion usado en los
calendarios elaborados por la cultura maya de los primeros siglos de la era cristiana, era
basicamente vigesimal o de base veinte. Los sistemas de pesos y medidas alrededor del
mundo no son tampoco uniformes, por ejemplo aun contamos por docenas, medimos con
yardas, con millas y hablamos de acres o fanegadas para medir terrenos. Estos ejemplos
muestran que los sistemas de numeracion pueden cambiar, aunque los niimeros como tales
no. El nimero cinco es el nimero cinco, independientemente de como se lo represente, o del
sistema de numeracion que se emplee en su representacion.

En el articulo citado, he hecho una descripcion historica del sistema binario y de sus alcances
en las matematicas. Aqui me propongo mostrar como, partiendo del sistema binario podemos
llegar a entender como funciona la tecnologia de nuestro tiempo y cémo desde alli es posible
vertebrar muchas areas de las matematicas avanzadas, hoy ignoradas en el estudio de las
matematicas basicas. Empecemos por decir que teniendo los nimeros naturales codificados
en base dos, podemos expresar los nimeros racionales positivos, primero, y luego, todos los
nimeros reales con cualquier grado de aproximacion. Al usar el arbol binario completo (Fig.

' Ver mi articulo: Del Bit a la Revolucion Informatica en:
http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/conferencias/Shannon.pdf

? Las maquinas universales de Turing se han venido simplificando hasta la mas reciente, la Wolfram 2,3 que
opera con dos estados y tres simbolos. Ver la pagina de Wolfram en: “En el Angulo de Devlin” de Mayo de
2009, http://www.matematicasyfilosofiaenelaula.info/

3 El sistema binario se describe en mi articulo El Poder del Dos que aparece en la pagina Web mencionada
arriba.

* Esa es la tesis sustentada por Keith Devlin en: The Math Gene. How Mathematical thinking evolved and why
Numbers are like Gossip. Basic Books. Great Britain. 2000.

> Aun nos queda la medicion angular de base sesenta, y la medicion del tiempo en minutos y segundos
heredadas de aquella antigua cultura.




3), en los nodos de la derecha van a aparecer los numeros naturales y en los nodos de la
izquierda en forma discreta estaran las fracciones comprendidas entre 0 y 1. Una
construccion detallada de los nimeros reales se verd mas adelante.

Fig. 1. Un arbol binario con bolitas y palitos. En la rama de la derecha construiremos los naturales y en la rama
de la izquierda las fracciones racionales que estan en [0, 1]. También con bolitas y palitos podra el nifio hacer
todas las letras minusculas del alfabeto.

Dos mundos: el del Sujeto y aquel del Objeto.

Poco o nada es lo que sabemos sobre la forma en que el nifio en sus primeros afios aprende y
se ambienta en su mundo restringido, en espacio, tiempo y circunstancia. La psicologia
experimental de Piaget trataba en cierto aspecto, simular el comportamiento del nifio en sus
primeros afios y segun esto buscaba el camino mas apropiado para la ensefianza. El primer
aspecto que quisiera tocar aqui es el relacionado con el choque entre lo que el nifio ve y lo
que nosotros como sus guias o maestros tratamos de ensefiarle. En lo espacial digamos,
asociado a lo visual, se presenta el primer gran problema de comprension: lo que para
nosotros en nuestro mundo es derecha, para el nifio en su pequefio mundo, es izquierda y lo
que es izquierda para nosotros es derecha para ¢l. En lo dindmico ocurre otro tanto; lo que
para nosotros es para delante, en el mundo del niflo es para atras y viceversa, lo que para
nosotros es para atras para él es hacia adelante. Esta, llamémosla, disimetria se viene a
complicar aun mas cuando descubre que su imagen especular (al mirarse en el espejo), no
sigue el mismo patrén; la imagen de su mano derecha en un espejo esta a la derecha de el y
no a la izquierda como deberia estar si se tratara de otra personita que habita al otro lado del
espejo. Debera pasar por muchas vivencias para que su cerebro se acomode al manejo de las
complejidades que se derivan de estas disimetrias. Aun en la edad adulta no llegamos a
comprender la razén de la extrafia imagen que refleja el espejo. Este fenomeno de la imagen
especular dio a Lewis Carroll suficiente motivacion para escribir ese cldsico de la literatura
infantil: Alicia a través del espejo.°

Olvidemos por ahora la imagen especular y concentrémonos en el mundo del nifio. El nos va
a ver en otra dimension con movimientos de sentido opuesto a los suyos. Por ejemplo cuando
digo a un nifo: “sefale a la derecha”, para que el me comprenda, yo sefialo a mi izquierda; lo
que no ocurre cuando le indico que sefiale hacia arriba, yo le indico hacia arriba y el muestra
hacia arriba. Queda flotando en el ambiente el porqué, para ciertas direcciones el sentido se
cambia, mientras que para otras no. Estos que parecen problemas triviales, tienen gran
profundidad y por su complejidad muy pocos autores llegan a tratarlos en extenso. Sin
embargo para la teoria del aprendizaje estos temas son centrales para entender la dimension

6 Carroll, L. Alicia a través del Espejo. Alianza Editorial. Madrid. 1970



de lo complejo que es ensefar al nifio que aun por su desarrollo cerebral no ha llegado a
establecer los mecanismos psiquicos que le permitan hacer la conversion del mundo del
objeto a su propio sujeto (perdon la redundancia).

Cuando intentamos ensefiar a un nifio de dos afios a leer o escribir nos encontramos con el
problema que el nifio a esa edad no tiene aun la comprension de la direccidn, ni el sentido en
que se lee o se escribe. Esta comprension no viene con el nifio en su codigo genético y debe
aprenderla, de alli la importancia en recavar sobre este aspecto desde los primeros afios para
que el acceso a este mecanismo aprendido le facilite luego, tanto la lectura como la escritura.
La direccion horizontal (izquierda-derecha o derecha-izquierda) enfrente al nifio: hay que
ensefidrsela. El sentido en esa horizontal, también hay que ensefiarla, por ejemplo hay que
familiarizarlo con la forma de escribir: de izquierda a derecha en su mundo o de derecha a
izquierda en el mundo del papel.

Las dificultades expuestas arriba no son faciles de superar en la ensefianza de infantes. Sin
embargo si logramos encontrar para el nifio un “émulo” que siga el mismo patrén que él en
sus movimientos, quizd podamos acelerar el proceso de aprendizaje, no Unicamente de la
lectura y escritura, si no, aun mas importante, la comprension de las matematicas, que
siempre han sido consideradas el “coco” del aprendizaje. Este émulo debe ser un habitante de
su propio mundo, que responda a sus estimulos y que esté sujeto al manejo y voluntad del
infante. Hay que adornarlo ademds de encanto suficiente para que cautive y capture su
imaginacion, asi como lo hacen con tanto acierto, los backyardigans, Barney y sus amigos y
demas héroes infantiles de Discovery Kids. Tantas cualidades para un émulo de un nifio en su
mundo parece imposible de lograr. Antes de proponer un candidato para este desempeiio,
digamos algo sobre el sentido del tacto, tan util e imprescindible en la ambientacion del
infante al mundo que lo rodea.

Todos conocemos casos extremos de superacion frente a las limitaciones impuestas por la
ausencia, de uno o varios de nuestros sentidos. Hay ciegos que se desempefian
autonomamente o con pequeias ayudas; sordomudos que viven una vida casi normal. Hay
personas, que por determinadas circunstancias pierden el sentido del olfato o del gusto y aun
asi, siguen una vida normal. Sin embargo, no podriamos imaginar a un ser humano (ni
siquiera a un ser vivo) que sobreviva con la carencia absoluta del sentido del tacto. Hay que
entender que el sentido del tacto no es solamente los reflejos tactiles emanados de nuestras
manos. El sentido del tacto es inherente a la piel, el 6rgano mayor del ser humano en donde
la infinidad de terminales nerviosas nos mantienen informados del mundo inmediato que nos
rodea, desde la temperatura del medio ambiente hasta la forma de los objetos a nuestro
alrededor, pasando por las sensaciones hostiles a nuestro cuerpo, como lo punzante o lo
aspero hasta aquellas placenteras de las caricias y cuando adultos las sensaciones erodticas,
indispensables para la preservacion de la especie. El mismo proceso de succion en el bebé
estd ligado al tacto. Con esto estamos afirmando que el sentido del tacto es imprescindible
para la supervivencia del ser humano y en general para la totalidad de los seres vivos.

En la ensefianza infantil, a lo largo de los siglos, se ha tenido a la mano del nifio como el
instrumento de escritura y se le ha negado, salvo histdricas excepciones, el gran potencial que
tiene para la creatividad y para ser un vehiculo fantastico de aprendizaje de mucho mas que
la escritura. Creo que hemos desperdiciado el uso de los dedos como factor de desarrollo
mental y motriz, y de comprension del mundo que nos rodea, amén de la creacion en el plano
artistico, como la musica o la pintura. Y mas aun, las manos del nifio pueden constituirse en



motores de creacion de fantasias y de mundos imaginarios, a los que la mente infantil es muy
proclive. Esos mundos imaginarios generalmente son los que motivan e inducen en la edad
adulta a tomar la decision de escoger entre los diferentes campos de accion a los que nos
dedicaremos a lo largo de nuestras vidas. Con estas consideraciones en mente ya podremos
pensar que ¢l émulo al que nos referiamos arriba, hay que buscarlo con el recurso de los
dedos de las manos del nifio.

Fig. 2. Primera version de “Payi”, el payasito formado por la mano del nifio que sirvié de modelo para la
ensefianza del sistema binario. El payasito representa los opuestos y a través de ellos se ayuda a la ensefianza de
conceptos como direccion, sentido y orientacion.

Aparicion en escena de “Payi”

El payasito “Payi” (Fig. 2) aparecié por primera vez, en una presentacion que el autor hizo a
estudiantes de tercer grado elemental con el objeto de introducir el sistema binario. La
presentacion se basaba en la fantasia de un personaje extra terrestre procedente de un mundo
conocido como NUMBER PLANET, donde sus habitantes se dedican al juego y a aprender
de todo con recursos ludicos. Una diferencia con los nifios de la tierra es que los habitantes
de este fantastico mundo no tienen dedos. Tienen solo dos bracitos y es con este recurso
como ellos aprenden a contar y a realizar las operaciones aritméticas. Con sus piecitos
ademas, dan la orientacion a sus movimientos, adelante, atrds, derecha o izquierda. Para un
detallado recuento del sistema puede verse mis exposiciones en la pagina Web:
www.matematicasyfilosofiaenelaula.info

El payasito Payi es un personaje encarnado en la mano derecha (o la izquierda) del nifio
utilizando un guante blanco con la carita de un payaso. Los pies estan representados por los
dedos del centro y el indice y los brazos por el pulgar y el mefnique. El dedo anular se oculta
en la parte posterior de la mano para simular en el nifio el payasito Payi. En principio, Payi es
la figura que se acomoda a los requerimientos propuestos como émulo para el aprendizaje de
conceptos como direccion y sentido y por supuesto, la introduccion de los opuestos a través
de los cuales aparecera una gran variedad de conceptos matematicos utiles para la adecuacion
del nifio a su mundo como se vera mas adelante. ;Por qué Payi se puede convertir en el



émulo del nifio para asimilar conceptos de direccion y sentido? Primero por el atractivo
propio del payasito como tal, y en segundo lugar porque Payi es también un habitante del
mundo del nifio, en donde derecha e izquierda coinciden con la concepcidn intuitiva que de
ello tiene el niflo a su corta edad.

La experiencia muestra al tutor que, el nifio en sus comienzos confunde las letras. Por
ejemplo, la p y la g, la b y la d por cuanto aun su mente no ha logrado fijar el concepto de
derecha e izquierda. Puede notarse en la practica que esta confusién no se da por ejemplo
entre la q y la d que tiene la primera la barriga arriba y la segunda la barriga abajo, por
cuanto esta distincion la hace tanto el profesor como el nifio. Bien sabido también es el hecho
que las letras de molde mintisculas’ se hacen practicamente con dos elementos primarios: la
bolita (O) y el palito ( | ). Desde que el nifio llega a preescolar lo deberiamos familiarizar con
estos dos elementos primarios. Aqui llamaremos: lo continuo® (O) y lo discreto ( | ). Con esto
estamos introduciendo al nifio al mundo de las matematicas (avanzadas) sin temor a causarles
panico, pues ellos como su experiencia lo indica, dibujan la bolita una y otra vez sin
necesidad de levantar el lapiz y sin cambiar de sentido, mientras que para dibujar el palito (lo
discreto) debe levantar el lapiz o cambiar de sentido si desea repisar lo escrito. Esto parece
una nimiedad, pero en el fondo se esconde matematicas de alto nivel como es topologia
algebraica y teoria de grafos.

Lo que buscamos a través de este enfoque de ensefianza, es ir familiarizando al nifio con los
temas que trataran las matematicas avanzadas de una parte, y de otra y muy importante, las
aplicaciones que estas mismas tienen en su pequefio mundo. En este caso los conceptos de
direccion, sentido y posicion del todo con relacion a sus partes. Cuando tenemos la barra o el
palito y la bolita o circunferencia juntos como objetos, puede aparecer la primera con
respecto al palito: arriba, abajo, a la derecha o a la izquierda, generando una gama de
posibilidades que va a permitir identificar las letras p, q, b y d. Aqui se destaca ya una
aplicacion de las matematicas a su pequefio mundo como es, aprender a identificar la
posicion de los simbolos primarios de uno con respecto al otro y de alli, la asociacion de los
simbolos a las letras del alfabeto.

Deciamos arriba que, con estos elementos primarios se elaboran todas las letras. Sin embargo
preguntaran ustedes, ;de donde van a salir letras como la s, la m, o la n? Es muy facil hacerle
comprender al niflo a través de la experimentacion que asi como es posible alargar, doblar,
recortar los palitos, también serd posible hacer lo mismo con las bolitas. Asi por ejemplo, si
recortamos la bolita en forma horizontal va a aparecer, abajo la u y arriba la n. También si
cortamos la bolita solamente abajo y abrimos la curva bajando simultdineamente su punto
central encontramos la m. La s se obtiene cortando la bolita verticalmente y dejando caer la
parte derecha hasta que los extremos se junten. La ¢ es la mitad de la bolita al borrar su parte
derecha. Asi mismo por repeticion o dobleces de bolitas o palitos se encuentran las demas
letras. En conclusion para aprender las letras s6lo se necesita los elementos primarios.
También con la ayuda de Payi se puede llegar a comprender los conceptos de orientacion,
direccion y sentido.

7 Las letras mintsculas entraron a las lenguas romances bien entrada la edad media. Los romanos por ejemplo,
no tenian dos alfabetos. La inclusion del alfabeto de mintsculas se atribuye a Alcuino un monje inglés del siglo
VIII que contribuy6 con mucho a la educacion dentro de la corte de Carlomagno.

¥ Aqui estamos ya conectados con matematicas avanzadas y con temas controversiales de las matematicas
modernas: El problema del Continuo. Ver mi articulo Breve historia de la Hip6tesis del Continuo en:
www.matematicasyfilosofiaenelaula.info




(Pero qué es orientacion? Otra de las grandes incdgnitas para el nifio es saber el sentido del
movimiento. La apreciacion del movimiento es algo inmanente en los seres vivos, pero a
diferencia de los animales, los seres humanos reflexionamos sobre ¢€l, y nos hacemos
preguntas de gran profundidad como las involucradas en las paradojas de Zenon’ que nos
tienen pensando desde hace casi dos mil quinientos afos. Aqui llegamos a otro punto de
mucho interés en la ensefianza de infantes como es la comprension de la forma en que
podemos recorrer la circunferencia (o la bolita). Los nifios pequefios pueden hacer bolitas o
circunferencias sin mayor esfuerzo, siguiendo un patréon no facil de explicar en cuanto a su
escogencia: ya sea siguiendo el sentido de las manecillas del reloj o en sentido contrario. Este
pequefio detalle conlleva, al igual que lo dicho con las formas de las letras, otro contenido
matematico muy profundo. Sélo hasta el siglo XIX estos aspectos de la orientacion de una
curva se vinieron a aclarar con los trabajos de Karl Friedrich Gauss (1777-1855). Aqui hay
topologia algebraica y geometria diferencial de alto nivel que normalmente, el profesor de
matematicas en la escuela desconoce. Para el caso de la circunferencia; si al recorrerla
tenemos a la derecha su interior diremos que el movimiento va en el sentido de las manecillas
del reloj. Al contrario, si la recorremos teniendo el exterior a la derecha es porque nos
estamos moviendo en sentido contrario a las manecillas del reloj. Y claro aqui de nuevo
aparecen los conceptos de derecha e izquierda, interior y exterior, conceptos que Payi
buscaba hacer comprender a los nifios a través de sus lecciones sobre los opuestos.

Al encanto de la figura de Payi se suma su movilidad y sus travesuras propias. A veces
bailando, saltando o haciendo preguntas que los nifios son felices al responder. Por encima de
eso, Payi es un habitante del mundo personal del nifio, para quien derecha e izquierda
significa lo mismo que para ¢él. Lo que buscdbamos al disefiar a Payi era engendrar un
contertulio que se portara como €l y que le permitiera activar los movimientos de sus deditos
y desarrollar su imaginacion y fantasia con toda libertad. En efecto; el payasito hara las veces
de un principe, o si se quiere en compafiia de su mano izquierda disfrazada (yo la llamo
“Paya”), permite hacer papeles mas complejos como los de un principe y una princesa, un
rey y una reina, el papa y la mama, la hermana y el hermano, etc. Esto apenas, es el comienzo
de toda una aventura que el nifio en sus primeros afios puede vivir, dejando recuerdos
agradables al permitir una dimension distinta del juego donde el infante aprende a asumir
distintos roles que van a facilitar la adquisicion de lo que hoy se llama, Teoria de la Mente
(theory of mind, en inglés) y que en otro articulo doy el nombre de transfiguracion. '

Esta idea de poner al nifio a asumir roles distintos al de si mismo, se ha convertido en tema
de mucha investigacion alrededor del mundo, por cuanto que, hay una relacion estrecha entre
la teoria de la mente y el lenguaje, de una parte, y de otra, entre el lenguaje y los mecanismos
que rigen el aprendizaje en edad temprana y las consecuencias que un mal aprendizaje puede
acarrear para el adulto. Una de las cosas que el nifio autista no puede asumir, por ejemplo, es
precisamente el rol del otro y es por eso que para este nifio se hace tan dificil correlacionarse
con sus compaiieros. Aun no estd claro si una educacion temprana con alto contenido de
estimulacion hacia la teoria de la mente — antes de los tres afios cuando se cree que empiezan
a manifestarse los sintomas del autismo — podria prevenir, o menguar las secuelas de esta
afeccion sicologica, hoy presente en tantas partes del mundo.

? Ver mis notas de Epistemologia de las matematicas en: www.matematicasyfilosofiaenelaula.info
1% Ver mi articulo y las referencias citadas en: Las Experiencias de “Payi” en la pagina citada arriba.




El mundo de lo continuo y lo discreto

La filosofia en general, y la filosofia de las matematicas en particular, tienen entre sus
grandes problemas el problema del continuo. El continuo como concepto filosofico tiene sus
raices en la Grecia de los Presocraticos, cuando tanto Heraclito como Parménides se
enfrascaron, cada uno por su lado, en la discusioén de la continuidad del movimiento y del
tiempo. Aqui vamos a entender lo continuo y lo discreto en el mismo sentido en que
entendemos derecha e izquierda, arriba y abajo y en general como se entienden todos los
opuestos: ninguno de los opuestos se puede entender sin su contraparte. Como no tratamos,
ni trataremos aqui de definir conceptos en este nivel de aprendizaje, nos veremos restringidos
a la comprension intuitiva de estos conceptos. Asi que la nocidon de continuidad a este nivel
serd la que se deriva de la traza que deja el movimiento, como por ejemplo, en la
circunferencia que permanece al dibujar la O. La circunferencia seguird asociada a lo
continuo y va a conducir mas adelante hacia la geometria de Riemann, la verdadera
geometria de nuestro mundo real, que se estudiara en el bachillerato. La geometria euclidiana
se estudiaria como una aproximacion local de la geometria de Riemann.

Una de las grandes discusiones filosoficas el siglo pasado entre intuicionistas y formalistas
fue la constitucion del continuo. Para los intuicionistas el continuo no tiene partes como dice
L. E. J. Brouwer:

“El continuo lineal no se puede agotar por interpolacién de nuevas unidades y
por tanto nunca puede pensarse como mera coleccion de unidades.”

Y mas recientemente René Thom afirmaba, “Un verdadero continuo no tiene puntos.” El
punto de vista de Hilbert y asi, en términos generales el enfoque de los formalistas es que la
recta se puede identificar con el conjunto de los nimeros reales y en esta identificacion se
basa la mayor parte de las matematicas que se desarrollaron en el siglo XX.

Muchas de las formas de aproximarnos a los nimeros han sido tomadas de la tradicion. El
enfoque generalizado de empezar con los numeros naturales, luego los enteros, los racionales
y pasar a los reales que llamaré aqui el enfoque Kronecker'', es en cierto sentido el enfoque
historico que culminé con los trabajos de Dedekind a fines del siglo XIX. Eso no quiere decir
que sea la Unica forma de ensefiar matematicas. Se puede empezar directamente con los
nameros reales y hacer aritmética, algebra y célculo en este conjunto; a este enfoque se
conoce como enfoque Davidov'’. En este articulo no entraremos en detalle sobre estos
topicos, pero desde ya queda la inquietud de trabajar este tema en otra oportunidad.

El Arbol binario y sus dos ramificaciones

Mencionamos que Payi introdujo el arbol binario con raiz en 1 para crear los enteros
positivos como los nodos en ese arbol. Dicho de paso, los arboles a los que nos referimos

' Leopold Kronecker (1823-1891), matematico alemén a quien debemos la frase “Dios hizo los naturales todo
lo demas es obra del hombre”
12 Ver la columna de Devlin de enero de 2009, traducida en: www.matematicasyfilosofiaenelaula.info
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aqui también estan constituidos por la bolita (O) y el palito ( | ) de los que hablamos antes;
aqui las bolitas son los nodos y los palitos las ramas o aristas del grafo resultante.

110 111

000&00 'I]IMII& 100 JI'I]'I
00 /'I}l\'/ 10
0

11

5]

Fig. 3. El arbol binario con sus dos vertientes: a la derecha los niimeros naturales y a la izquierda las fracciones
racionales en el intervalo [0, 1]. Con esas componentes se puede representar cualquier nimero real. Este arbol
es un ejemplo de un Fractal sencillo, al alcance de un nifio de escuela'.

Numerando los nodos con 1 y 0 hallamos la representacion binaria de los nimeros naturales:
1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100,1101, 1110, 1111,.... Si el arbol
se abre por encima de 0 tendremos la base para representar en forma binaria todas las
fracciones entre 0 y 1. El arbol binario completo se muestra en la grafica (Fig. 3) con sus
nodos y sus ramas y donde, los puntos suspensivos indican que el arbol crece
indefinidamente. Esta figura tan sencilla y tan simple puede ser el primer ejemplo para
mostrar a los nifios de un fractal que ellos mismos pueden construir. Se puede observar y
posiblemente los niflos también notardn que el todo es similar a cada una de sus partes
constitutivas.'

En el ramal de la izquierda aparecen 0, 2, Y4, 1/8, 1/16, 1/32, etc., las potencias de dos con

exponente negativo y combinaciones de éstas, por ejemplo:
=2
011= Y a2l=a,x 2°+ a,x 2" + a,x27,
=0
Donde a; toma los valores de 0 6 1, en este caso, 0, 1, 1, respectivamente. Por lo tanto,

011=0.11=0x2" + 1x27" + 1x272 = 0x1+ Ix1/2 + 1x1/4= Yo+ Vi=%.
Donde el punto (.) en 0.11 representa el punto de fraccion binaria y no hay que confundirlo
con el punto decimal ya que aqui estamos usando sistema de base dos. En cada nivel en la
izquierda del arbol aparecen las fracciones de dos empezando por 0. Por ejemplo en el tercer
nivel hallaremos 0, 1/8, 2/8, 3/8, 4/8, 5/8, 6/8, 7/8 y en el cuarto nivel 0, 1/16, 2/16, 3/16,
4/16, 5/16, 6/16, 7/16/, 8/16, 9/16, 10/16, 11/16, 12/16, 13/16, 14/16, 15/16. Esto muestra que

P Los fractales introducidos por Mandelbrot presumen conocimientos de matematicas avanzadas. Una
definicion intuitiva podria ser: un fractal es un objeto geométrico de intrincado detalle a escalas arbitriamente
pequeifias y con cierta medida de auto-similitud. Desde el punto de vista matematico, un fractal es un espacio
métrico con dimension topologica estrictamente menor que su dimension de Hausdorff. Por ejemplo el triangulo
de Sierpinski es un fractal con dimension topoldgica 1, pero su dimension de Hausdorff es In3/In2. Ver: Previte,
M. et al. A Novel Way to Generate Fractals. The American Mathematical Monthly. January 2008.

" Ver: Sibley, T. Q. A Fractal is. The Mathematical Intelligencer. Vol. 20, No. 2. Spring 1998. Pag. 22.
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a medida que avanzamos hacia arriba la unidad se va dividiendo en fracciones cada vez mas
pequeiias. La intuicidon nos dice que no importa como sea un numero entre 0 y 1, habra una
particion en el arbol binario de tal forma que el nimero coincide, o con uno de los puntos de
la particion, o esta entre dos de ellos, tan cercanos como se quiera; en este Ultimo caso
diremos que estos niimeros binarios aproximan por defecto o por exceso al nimero dado.

El arbol se cierra en su raiz con @ para completarlo, haciendo que el conjunto vacio
pertenezca al conjunto de los arboles binarios. Los arboles binarios son un recurso
matematico con multitud de aplicaciones, tanto tedricas como practicas. Un famoso resultado
con muchas aplicaciones en la légica moderna es el lema de Kénig'> que se prueba usando la
teoria de arboles binarios. La teoria de tipos de Bertrand Russell tiene en su configuracién un
arbol binario, como lo tiene la jerarquia de los conjuntos construibles de Goddel. Las
aplicaciones practicas estan en casi todas las areas de las ciencias en particular en la ciencia
de la computacion teorica, donde un resultado en teoria de archivos lleva el nombre de
archivo binario.

Resumiendo: en el arbol binario caen todos los nimeros naturales y todos los nlimeros reales
entre 0 y 1, dada la condicion de aproximacion mencionada arriba. Como consecuencia de la
Propiedad Arquimediana'®, estamos en condiciones de afirmar que todo real positivo se
puede expresar como suma de un natural mas una fraccién binaria. Esto es sumamente
importante porque nos permite expresar a todo ntimero real como un entero mas una fraccion
en el intervalo [0, 1], es decir como translaciones y expansiones: translaciones en el sentido
de ubicar a los nimeros reales, primero entre dos enteros consecutivos y luego sumar su
expansion tomada del intervalo [0, 1]. En general, todo real r (incluyendo reales negativos),
tendra esta forma, que simbolicamente se representa:

r= JZ:O:Oajz".
j=—o

Aquia; e {0,1} los digitos del sistema binario, y j recorre los nimeros enteros: ..., - 3, -2,

-1,0, 1, 2, 3,.... Si r es negativo todos los @ ; se toman negativos.

Los subindices negativos permiten la inclusion de fracciones binarias, como por ejemplo, la
fraccion binaria: 0.111 = 1x27"'+1x27+1x27=7/8, endonde a_,= 1, a_,=1,a_,=1,y

a; =0, en todos los otros casos.

' El lema de Kénig afirma que si T es un arbol binario infinito, entonces T tiene una rama infinita. Esto
intuitivamente significa que el arbol binario es infinito, no porque un nivel tenga infinitos elementos sino
porque hay al menos un ramal infinito.

'® La Propiedad Arquimediana afirma que dado un real x>0 y cualquier otro real y, existe un niimero natural n
tal que nx >y. Pueden existir muchos naturales que cumplan la propiedad, pero si n es el minimo de todos,
tendremos que (N-1)X <y <nx. Cuando X es una fraccion binaria tenemos lo afirmado arriba que todo real y lo
podemos aproximar por defecto o por exceso con dos nimeros (n-1) X, nx de la combinacion del arbol binario.
Aceptando el Axioma del Extremo Superior y sera la minima cota superior de los nx 6 la maxima cota inferior
de los (n-1) x, cuando X se escoge en las fracciones del arbol binario.
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Empezando en lo Lineal

Los polinomios tienen el atractivo de su simplicidad. Todo lo que aparece en ellos son sumas
y productos. Sin embargo los matematicos en su propdsito de simplificar tanto la notacion
como las operaciones involucradas en los polinomios de una sola variable encontraron que
¢stos pueden representarse como productos de cosas mas sencillas como son los vectores. Por
ejemplo un polinomio como X*- 5X + 6 podria expresarse como el producto escalar de los
vectores (1, -5, 6) y (X*, X, X°) donde el producto en este caso se define como la suma de los
productos de las componentes en su orden, 1 x x> + (- 5) x X + 6 x X°. Este producto de
vectores se denomina producto interno. Aqui el primer vector representa el vector de los
coeficientes y el segundo representa el vector de las variables.

Si denotamos como A = (a,, a,,..., &,), al vector de los coeficientes, con a,#0, y, X =
(x", x"",..., 1) el vector de las variables, el polinomio P(x) de grado n puede representarse
como

Px)=a,x"+a, x"" +...+a,=(@,, a,,..,a,) X", x"",...,1)=AX

Lo anterior significa que el polinomio P tiene una representacion lineal, en el sentido de que
se puede expresar como el producto de una constante (en este caso A) por una variable (X).
Estas expresiones se llaman lineales porque cuando se representan en el plano, si A es un
numero real y X una variable, su grafica es una linea recta que pasa por el origen. Este
concepto de linealidad se puede extender a arreglos de vectores de la misma dimension para
crear las llamadas matrices, elementos basicos en el algebra lineal.

El anélisis anterior nos permite afirmar que todo numero real corresponde al valor numérico
de un polinomio cuando X se reemplaza por un nimero natural (la base de representacion)
distinto de cero y uno. Que esta representacion sea unica (salvo en expansiones infinitas) lo
garantiza la linealidad de las bases en los espacios vectoriales. Por ejemplo, el nimero 5287
(representado en forma decimal) se puede escribir primero como un vector de cuatro
componentes asi: (5, 2, 8, 7)=5287 y luego como un polinomio para llegar a la combinacion
lineal en términos de los vectores unitarios (1, 0, 0, 0); (0, 1, 0, 0); (0, 0, 1, 0) y (0, 0, 0, 1)
que para el caso corresponde a lo que llamamos: unidades de mil, centenas, decenas y
unidades. Mdés exactamente:

5287=5x10°+2 x10> +8 x10' +7x 10° = 5(10°,0, 0, 0) +2 (0, 10>, 0, 0) + 8 (0, 0,
10", 0) +7(0,0,0,10°) = 5(1,0, 0,0) +2 (0, 1,0, 0) + 8 (0, 0, 1, 0) + 7 (0, 0, 0, 1).

Observe la aparicion del signo “=" para significar que hubo un cambio de estructura;
primero hacia los polinomios y luego a los espacios euclideos. La ultima expresion nos dice
que el numero 5287 se puede asociar a una representacion lineal en términos de la base de un

espacio vectorial y asi su representacion lineal es tnica.

Si nos restringimos a vectores de n componentes, digamos X = (X,, X,,..., X,), €stos se
pueden representar como una suma de productos del tipo X e, 1<i<n, donde € es el

vector unitario (0,...,1,...,0), cuyas entradas son cero, salvo en el lugar i-ésimo donde aparece
un 1. Simbodlicamente
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i=n
X=> xe
i=1
Los vectores e, tienen la particularidad de ser ortogonales entre si y de tener longitud

unitaria. El conjunto de vectores linealmente independientes {€; }, se llama una base para el

conjunto de vectores N-dimensionales. Una base entonces, es un conjunto de vectores
ortogonales y unitarios que permite representar cualquier vector como combinacion lineal de
ellos, como se muestra arriba. Dos vectores se dicen ortogonales si su producto interno o
escalar es cero.

A conceptos como espacios vectoriales, espacios métricos, espacios euclideos, espacios de
Banach, espacios de Hilbert y a otros similares en el espectro de las matematicas de alto
nivel, se puede llegar desde un punto de vista elemental como hemos mostrado en los
parrafos anteriores.

Polinomios, series de Fourier, polinomios de Bernstein y movimiento browniano

A la representacion de funciones continuas usando polinomios se llegd temprano en la
historia del andlisis matematico. Newton y Leibniz y luego los Bernoulli hicieron de los
polinomios, expresamente los polinomios de Taylor, una herramienta para tratar distintas
clases de funciones entre ellas las funciones trigonométricas, exponenciales, etc. Sin
embargo, fue Joseph Fourier por primera vez quien us6 funciones como seno y coseno para
representar funciones mas alld de las funciones continuas tratadas antes. Este fue un paso
gigantesco si se tiene en cuenta que funciones como seno y coseno, son periddicas y con
derivadas de todos los 6rdenes. Sin embargo cuando aparecen en las series de Fourier pueden
generar funciones continuas que no son diferenciables en ninguna parte o que representan
funciones no continuas como son las funciones escalonadas.

Después de alguna depuracion, como las contribuciones hechas por Lejeune Dirichlet (1805-
1859) y Karl Weierstrass (1815-1897), la teoria de las series de Fourier alzo vuelo y hoy por
hoy es una herramienta fundamental en el tratamiento de ondas y en la transmision de
informacion de distinto tipo. La importancia de las series de Fourier radica en el hecho de
que a partir de seno y coseno se pueden formar bases para representar linealmente una
variedad mas amplia de funciones que lo que puede hacerse con polinomios. Por ejemplo la
siguiente funcidn es continua para todo X € R pero no es derivable en ninguna parte, su serie
de Fourier es

f(x) = cos(z X) + %2 cos(13 z X) + ¥4 cos(169 z X) + 1/8 cos(2197) £ X) + ...

Una identidad tan simple como 1 = [X + (1 — X)] podria interpretarse como que el todo (la
unidad) es igual a una de sus parte (X) mas la totalidad disminuida en la parte ya tomada. En
filosofia (aristotélica) esto corresponde a que, el todo es la suma de sus partes. Cuando X es
un elemento arbitrario en [0, 1], la formula anterior genera otra identidad menos obvia pero
sumamente interesante:

Sk a-xmt =1,
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Que se obtiene de la primera, elevando a la n-ésima potencia los dos miembros de la igualdad

n !
y usando la formula binomial para expandir [x + (1- X)]". Aqui = L,
k k!(n—k)!

coeficientes binomiales. La suma corresponde a la adicion de n +1 polinomios B, (X), 0 <

son los

k< n, todos ellos no negativos cuando X toma valores en [0 , 1]. Estos polinomios se conocen
como polinomios de Bernstein. Los primeros polinomios de Bernstein son:

n=0, Boo(X) =1
n=1, BoX)=1-x B, =X
n=2,B,,0=(1-x7%,B,,X)=2x(1-X), B,,(X)= x>
n=3,B,,00=(1-x7% B,,(X)=3x(1-x?*, B;,(X)=3x*(1-x), B,;(x)=x".

Sergei N. Bernstein (1880-1968) 7, exhibi6 estos polinomios para probar empiricamente el
teorema de Weierstrass de que toda funcion de valor real continua en [0, 1] puede
aproximarse uniformemente por un polinomiolg.

Los polinomios de Bernstein asociados a una funcion continua f, son polinomios de la forma:

n k e
1= 3 (3)I(5 )xa-xr
Este polinomio usa valores discretos de f, calculados en la particion {0 = 0/n, 1/n, 2/n,..., (n-
1)/n, n/n = 1}, del intervalo [0 , 1]. La sucesién { p'n } converge uniformemente a fen [0,

1]. Los coeficientes binomiales tienen la interesante propiedad de que su suma en cada nivel
nes2". Simbdlicamente

2" =1+ )" =),

La ultima igualdad se origina en el desarrollo del binomio cona=b=1.

El interés en los polinomios de Bernstein en matematicas radica en el hecho que, a través de
ellos se puede aproximar funciones continuas de distinto tipo, entre ellas algunas bien
complicadas, como las funciones cuyas graficas aparecen en el movimiento browniano,
caracterizadas por no tener derivada en ningln punto, y otras funciones que no son faciles de

17 Sergei Bernstein hizo su doctorado en la Sorbona de Paris y estudié también en la Universidad de Gotinga a
comienzos del siglo XX, para luego volver a su pais de origen Rusia, donde debi6 hacer otro doctorado en la
Universidad de Kharkov, porque para efectos laborales los titulos extranjeros no tenian validez en la Rusia de
aquel tiempo. Bernstein paso a la historia al resolver dos de los veintitrés problemas de Hilbert.

'® El teorema de Weierstrass se enuncia asi: sea f una funcién de valor real definida y continua en el intervalo
[a, b]. Entonces existe una sucesion de polinomios de valor real, pi, pa,... que converge uniformemente a f.
Este teorema fue generalizado por Marshall Stone para algebras de funciones continuas de valor real definidas
en espacios compactos. De alli el nombre de Teorema de Stone-Weierstrass, como se lo conoce hoy.
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tratar analiticamente. Incluso polinomios corrientes se pueden expresar en términos de los

polinomios de Bernstein, como es el caso de p(X) = 1, p(X) = X, p(X) =X*, que se expresan en
términos de polinomios de Bernstein con el recurso de las siguientes férmulas:

D0 = 2ok a-0 =1
) p1 0= 1K a-0" =

n_l 2
X+ —X".
n

3 pr 0= (- xk =

n2

S|

La primera formula es inmediata, como lo vimos antes, pues 1 = X + (1- X) y al expandir este
ultimo binomio con la férmula de Newton da ese resultado. Las otras igualdades se pueden
verificar caso por caso para h = 1, 2, 3,..., o usando las propiedades de los coeficientes
binomiales. Un estudio detallado de la conexion de los polinomios de Bernstein con el
movimiento browniano se puede ver en un articulo de Emmanuel Kowalski."

Sabemos que el conjunto de todos los polinomios de una variable forma un espacio vectorial

y que este espacio se puede generar como combinacion lineal del conjunto {1, X,..., X" ...}.
El conjunto de los polinomios de Bernstein se constituye también en una base, no s6lo para
los polinomios sino para todas las funciones continuas en [0, 1].

El movimiento browniano corresponde al aparentemente caprichoso vaivén de particulas
microscopicas en un fluido. El fenémeno fue primeramente observado por Robert Brown en
1827 al estudiar el comportamiento de los granos de polen en el aire sujetos a la interrelacion
del movimiento de las moléculas a su alrededor. Su estudio tedrico desde el punto de vista de
la teoria de probabilidades es abundante como puede notarse a través de la gran cantidad de
literatura en torno al tema. Las graficas del movimiento browniano corresponden a
trayectorias continuas pero no diferenciables en ninguna parte, a las que los polinomios de
Bernstein pueden simular con cualquier grado de aproximacion.

Otra aplicacion del arbol binario estd en la teoria de probabilidades. Supongamos que X un
nimero real en [0, 1] y sea X una variable aleatoria con distribucion Bernoulli, de tal forma
que la probabilidad P(X=1)=x,y P (X=0) =1 —Xx. El suceso X = 1 significa un ensayo
exitoso y X = 0, significa un ensayo fallido. La férmula 1), arriba, corresponde a la suma de
todas las probabilidades de n ensayos de Bernoulli independientes. Esta igualdad confirma
que la suma de las probabilidades de todos los sucesos en el espacio muestral es 1,
independientemente del valor de n.*° Sea {X,}, 1<i<n, una sucesion de variables aleatorias

independientes asociadas con los resultados de n ensayos de Bernoulli, y sea S =X, + X,

+...+ X, , el nimero total de éxitos. Entonces S, tiene distribucion binomial. Mas

no°

exactamente

' Kowalski, E. Bernstein Polynomials and Brownian Motion. The American Mathematical Monthly.
December 2006.

2 Ver: Golstein, L. A probabilistic Proof of the Lindeberg-Feller Central Limit Theorem . The American
Mathematical Monthly. January 2009.
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n
PS,=k) = (ijk(l —x)"*, parak =0, 1,..., n. La distribucién acumulativa esta dada por

P(S, <m)= Z(E] x“(1—x)"~.

k<m

Aqui vuelve a aparecer una expresion similar a la mencionada antes en los polinomios de
Bernstein. Esta conexion con el arbol binario va a continuar con la transformada de Haar y
mas alla aun, hasta las wavelets. Las wavelets van a desempefiar el papel de elementos
basicos para representar ciertas funciones relacionadas con el procesamiento de ondas, ya
sonoras, como en el Ipod y el celular o luminicas como es el caso del video, de las imagenes
en el escandgrafo, el ecografo, la cdmara digital, etc.

La Transformada de Haar y las Wavelets.

El hablar de espacios vectoriales en los tltimos afios de la educacion basica va a permitir la
introduccion de espacios diferentes al de los polinomios, entre esos el espacio de las
funciones continuas definidas en un intervalo cerrado [a , b].

Mencionabamos que el espacio vectorial de todos los polinomios de una variable se puede
generar como expansion de un conjunto especifico de polinomios. Este conjunto se llama una
base para el espacio vectorial. Una base muy ftil, tiene que ver con las series de Fourier y
otra base usada hoy en las nueva tecnologias se llama Wavelets y tiene la particularidad de
que se ajusta a las funciones que va a aproximar; mas exactamente, es una base dindmica a
diferencia de las bases anteriores que son estaticas. Por ejemplo, todos los puntos del espacio
tridimensional se pueden expresar como combinacion lineal de los elementos de la base {(1,

0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}; en general el punto X = (X,, X,, X;) de R’ se puede descomponer
como X, (1, 0, 0) + x,(0, 1, 0) + x,(0, 0, 1). Esta base, ademas de poder generar todo R’,

tiene la ventaja que sus vectores son unitarios y ortogonales, en el sentido de que su
magnitud o norma es 1 y todos ellos son ortogonales entre si. Lo primero quiere decir la

x|| = /X’ +X, +x,’ . Esta formula aplicada a los vectores

de la base es 1. Lo segundo significa que si X, Y son diferentes vectores de la base su producto
escalar, definido por Xey = (X,, X,, X;) ® (Y,, Y,, Y;) =X, ¥,+ X, y,+ X;y¥;=0. Esto

también es facil verificarlo con cada par de vectores de la base.

magnitud medida por la norma,

Las wavelets aparecen en las matematicas alrededor de los afios de 1980 en el proceso de
encontrar formas mas simplificadas para estudiar la aproximacion de funciones periodicas
como las ondas o funciones caprichosas que no se acomodan a los modelos clésicos y no se
pueden tratar analiticamente. Los antecedentes historicos de las wavelets hay que buscarlos
primero en la teoria de las series de Fourier y luego en la transformada de Haar. Alfréd Haar
(1885-1933) fue un brillante matematico hungaro que estudié bajo la tutela de David Hilbert
en Gotinga, cuando los espacios abstractos como los espacios vectoriales y los espacios de
Hilbert hacian su irrupciéon en las matematicas. Su tesis de grado tuvo que ver con
convergencia de expansiones ortogonales de funciones como las trigonométricas o
relacionadas con sistemas derivados de ecuaciones diferenciales de Sturm-Liouville. El fue el
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primero en construir bases ortonormales para explicar la divergencia de ciertas familias de
funciones expandibles como series de sistemas ortonormales de funciones. Estas bases
ortonormales muy simples se conocen hoy como transformadas de Haar y se constituyen en
las primeras y mas simples bases ortonormales de funciones discontinuas, que llevan el
nombre de wavelets. Detalles descriptivos y técnicos ademds de un gran nimero de
aplicaciones de las wavelets y la transformada de Haar se encuentran en la Web.

Lo que hemos tratado aqui superficialmente busca mostrar que en la educacion media se
puede introducir una amplia gama de temas matematicos. Las nociones de 16gica y teoria de
conjuntos que hoy se ensefian desdibujan lo que es la verdadera logica simbolica o
matematica, en su lugar deberiamos ensefiar las primeras aproximaciones a lo ldgica
matematica comenzando con los trabajos de Tarski y Gddel de los afios treintas del siglo
pasado y nociones de computabilidad. Estos temas llegarian a enriquecer el espiritu y van a
abrir las puertas al entendimiento de la ciencia moderna y especificamente de la ciencia de la
computacion tedrica y de la tecnologia de nuestro tiempo.

Conclusion. A lo largo de este trabajo he esbozado algunos temas de las matematicas de
nuestro tiempo, que se ignoran, pero susceptibles de ser introducidos en la educacion basica.
Para lograr cambiar el estado de cosas en la educacion matematica hay que hacer cambios
profundos, no s6lo en los curricula, si no también en la formacion de nuevos educadores con
formacion humanistica y cientifica, que entiendan el compromiso de educar para el futuro.
La base de la formacion de este nuevo docente estd en una nueva universidad que tenga como
filosofia central el poner a tono la educacion con la época que estamos viviendo y con las
épocas que van a vivir las juventudes que estamos formando.

Armenia, Colombia, Agosto de 2009.



